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A Problemes oberts

52

‘De méme j’enverrai a M. Gergonne un grand
mémoire sur les fonctions elliptiques |[..].
Entre autres choses il traite de la division

de l’arc de la lemniscate.

Tu verras comme c’est de gentil.’

Niels Henrick Abel



Capitol 1

Introduccio

En aquest capitol s’exposen breument els fets més rellevants a la genesi
de les construccions amb regla i compas a la lemniscata que son tractades al
present treball, aixi com 'enfocament que hem donat a aquest estudi.

1.1 Nota historica

L’any 1694 Jakob Bernoulli publica 'article ‘Constructio Curvae Ac-
cesus €9 Recessus aequabilis a puncto dato, mediante rectificatione Curvae
Elasticae’, el qual féu que la lemniscata comencés a ser coneguda per la co-
munitat matematica de I’época. Per aquest motiu de vegades rep el nom de
lemniscata de Bernoulli. Pero va ser un matematic italia, el comte Fagnano
(1682-1766), el primer que en va descobrir propietats importants. Va trobar
que la biseccid i triseccié d’un arc de lemniscata constituien un problema
algebraic.

El 1796, el jove Gauss prova que es pot construir amb regla i compas el
poligon regular de 17 costats. Més tard supera aquest resultat demostrant
que el N-agon regular és construible amb regla i compas si ¢ només si N és
de la forma N = 2"p; - - - pg, on els p; sén primers de Fermat diferents dos a
dos. Gauss s’interessa també per la N-divisié a la lemniscata, i en particular
prova que l'equacié relacionada amb el cas particular de N=5 és resoluble
per radicals, encara que aquest resultat mai va ser publicat. Pero, en la
seva obra Disquisitiones Arithmeticae (1801), afirma que els metodes que ha
emprat per a la N-divisi6 al cercle ‘no només es poden aplicar a les funcions
circulars, sino, amb éxit semblant, a moltes altres funcions transcendents,
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per exemple, a les que depenen de la integral f \/% o

Aquesta petita remarca aconsegui captar 'atencié6 d’Abel. Aixi, va in-
vestigar l'equacié per a la N-divisio de la lemniscata, i va demostrar que
era possible la divisié amb regla i compas per als mateixos valors de N que
en el cas del cercle (1826). Abel valorava aquest teorema com un dels seus
resultats més importants. Aquests estudis van esdevenir els fonaments de la
teoria de les funcions el-liptiques.

Més recentment (1981), Rosen ha publicat una prova actualitzada d’aque-
st resultat, fent servir la teoria de Galois i la teoria de corbes el-liptiques amb
multiplicacié complexa, recursos que a 1’epoca d’Abel tot just s’estaven de-
senvolupant. A més a més Rosen demostra també el reciproc, és a dir, que
si la lemniscata és divisible en N parts iguals amb regla i compas, aleshores
N =2"py---pg , on els p; son primers de Fermat diferents dos a dos.

1.2 Objectius i pre-requisits

El primer objectiu que ens proposem en aquest treball és entendre i ex-
plicar la prova del teorema d’Abel-Rosen. Per aix0 ens cal recopilar un
variat recull de resultats matematics, aixi com mostrar les seves interrela-
cions. Assumirem que el lector esta familiaritzat amb la teoria de Galois,
que té nocions de geometria algebraica i de funcions de variable complexa, i
que coneix la prova per als N-agons regulars a la circumferencia. Un altre
objectiu és realitzar la construccié efectiva d’alguns poligons regulars lem-
niscatics. En particular, farem la construccié dels poligons de 3, 5,6 i 8
costats.

1.3 Fonts bibliografiques

Han estat diverses les referencies bibliografiques que hem utilitzat. A
continuacio senyalem les que més ajut ens han proporcionat.

[Abel] L. Sylow i S. Lie. Oeuvres complétes du Niels Henrik Abel. Christian-
na, 1881.
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[Ber] P. Radelet-de-Grave. Die Streitschriften von Jacob und Johann Bernoul-
li. Birkhauser Verlag, 1991.

[Cox] D. A. Cox. Primes of the form x* + ny?. Pure and Applied Mathe-
matics. Wiley & Sons Inc., 1989.

[Fen] M. H. Fenrick. Introduction to the Galois correspondence. Birkhauser
Boston, 1992.

[Gauss| C. F. Gauss. Disquisicions aritmétiques. Traduccié al catala a carrec
de Griselda Pascual. SCM. Barcelona, 1996.

[Kli] M. Kline. El pensamiento matemdtico de la Antigiiedad a nuestros dias.
Alianza Editorial. Madrid, 1992.

[Hur] A. Hurwitz. Uber die Entwicklungskoeffizienten der lemniscatischen
Funktionen, Matematische Werke vol. 2, p. 342-373. Birkhauser Verlag,
Basel und Sttutgart, 1962.

[Pra] V. Prasolov, Y. Soloyvev. Elliptic functions and Elliptic Integrals.
Translations of Math. Monographs 70. AMS, 1997.

[Ros| M. Rosen. Abel’s theorem on the lemniscate. Amer. Math. Monthly
88 (1981), p. 387-395.

[Sch] N. Schappacher. Some milestones of lemniscatomy, extret de Algebraic
geometry. Marcel Dekker Inc., New York, 1997.

[Sie] C. L. Siegel. Complex Function Theory. John Wiley & Sons, 1988.
[Ste] 1. Stewart. Galois Theory. Chapman and Hall Mathematics, 1989.

[Wal] M. Waldschmidt. Nombres transcendants. Springer-Verlag Berlin -
Heidelberg, 1974.

També hem fet s de la informacié que es troba a les pagines de la World
Wide Web:
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[1] www.museo.unimo.it/labmat/lemn.htm
[2] www.best.com/%7Exah/SpecialPlaneCurves-dir

[3] www.mathsoft.com/asolve/constant/gauss/gauss.html .



Capitol 2

Construccions amb regla i
compas

En aquest capitol estudiem les construccions amb regla i compas. L’ob-
jectiu és fer una recopilacié tant de les tecniques emprades com dels resultats
teorics que permeten tractar els problemes de regla i compas. Aquests pro-
blemes sén classics en 'estudi de la geometria. Hom vol determinar quins
punts o objectes, normalment del pla, son construibles usant només aquests
dos instruments, i en el cas que aixo sigui possible, trobar un procediment per
efectuar la construccié. Pero, perque s’admet només 1'is d’aquests dos instru-
ments? La resposta la trobem a ’época en que sorgeix l'interes per aquest
problema, a I’Antiga Grecia. Per als grecs, la linia recta i la circumferencia
eren les figures basiques, que es traduien fisicament a la regla i el compas. Per
aquesta rad jutjaven que les construccions amb aquests elements eren les més
preferibles des del punt de vista estetic, i d’aqui ve que Euclides als Elements
només considerés les que es poden realitzar amb regla i compas. Aixi, es van
proposar construir els poligons regulars amb regla i compas, problema que
és equivalent a dividir la longitud de la circumferencia en parts iguals. Van
aconseguir construir els poligons de costats n = 3,4,5,15, corresponents al
triangle equilater, quadrat, pentagon, i pentadecagon, a més de tots aquells
que s’obtenen en doblar repetidament el nombre de costats anteriors. Pero no
van saber-ne construir cap altre, ni tampoc determinar si aixo era possible.

Després de l'epoca grega, aquests problemes van resorgir al segle XVI,
quan es va comengar a desenvolupar ’algebra a Occident. Aquest nou llen-
guatge proporcionava noves tecniques per la resolucié del problema. Final-
ment, el tractament d’aquestes qiiestions ha acabat a mans de la matematica
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global —amb especial emfasi a I'esfera de la Geometria Algebraica, la Teoria
de Nombres i la Teoria de funcions de variable complexa.

2.1 Construccions elementals

Les operacions admisibles en les construccions amb regla i compas sén les
segients:

(i) Tragar la recta que uneix dos punts (regla).
(ii) Tragar la circumferencia amb centre i radi donats (compas).

)

)
(iii) Interseccié de dues rectes (regla).
(iv) Interseccié d’una recta amb una circumferéncia (regla i compas).
)

(v) Interseccié de dues circumferéncies (compas).

Es parteix d'un segment donat, que es pren com a unitat de referencia.
Aleshores, un punt del pla es diu construible amb regla i compas si es
pot obtenir a partir del segment unitat mitjangant una seqiiencia (finita)
de les construccions elementals esmentades abans. Aleshores la qiiestio que
es planteja consisteix a saber resoldre el problema segiient.

Problema. Determinar tots els punts del pla construibles amb regla i com-
pas.

A continuacié fem un breu llistat de construccions elementals:
o Rectes paral-leles i perpendiculars a una de donada;
o Bisectriu d’un angle;
o Suma, diferencia, producte, i divisio de segments;

o L’arrel quadrada d'un segment.
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2.2 Criteris de constructibilitat

En aquesta seccié recordem la traduccié dels problemes geometrics de
constructibilitat amb regla i compas al llenguatge algebraic. Posem de man-
ifest el benefici obtingut procedint aixi atesa la caracteritzacié en termes
algebraics dels punts que sén construibles. Tanmateix recordem uns criteris
que ens permetran decidir amb certa facilitat sobre la constructibilitat de
punts.

Construim una recta ¢ perpendicular al segment unitat per un dels seus
extrems. Identifiquem aquest extrem com l'origen del sistema de referencia
amb eixos la recta £ i la recta que suporta el segment unitat. Aleshores
tot punt P del pla queda determinat univocament per les seves coordenades
cartesianes (z,y), essent = 1 y nombres reals. Alternativament, podem inter-
pretar els punts del pla com a nombres complexos fent P = x + iy (veure
figura 2.1). Plantejat en aquests termes el problema que ens ocupa es redueix
a determinar tots els parells (z,y) corresponents a punts del pla construibles
amb regla i compas. Equivalentment, determinar tots els nombres complexos
x + iy construibles amb regla i compas.

(r,y) =z +iy

Figura 2.1: Interpretaci6 algebraica de les construccions amb regla i compas

Es clar que un punt (z,y) és construible si i només si els segments x i y
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Figura 2.2: Prova del criteri 3

son construibles, és a dir, si ho sén las seves coordenades cartesianes. Els
criteris segiients ens permetran decidir si un nombre complex « és construible
utilitzant eines purament algebraiques.

Criteri 1. Si « és construible, aleshores [Q(«) : Q] = 2™ per algun m enter.

El reciproc no és cert en general. En efecte, sigui o una arrel del poli-
nomi irreductible z* + 6z — 2. Per tant [Q(a) : Q] = 4 i es té que a no és
construible. Per a obtenir una condicié suficient cal que 'extensié de cossos
Q(a)/Q sigui normal. Més concretament,

Criteri 2. Sigui o € Q. Posem K = Q(a) i K% la clausura algebraica de
K dins Q. Aleshores a és construible si i només si [K92! : Q] = 2™ per m € N.

Criteri 3. Sigui a construible i sigui K = Q(«). Si § € C és tal que l'ex-
tensié K()/K és normal i [K((3) : K| = 2™ per m € N, aleshores 3 és
construible.

El criteri 3 és conseqiiencia dels anteriors, com es pot observar al grafic
seglient. este no pirula, Xavi
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Per a una prova d’aquests criteris es pot consultar [Fen|, capitol 4.1 . Per
il-lustrar la seva utilitat fem mencié dels tres problemes classics sobre les
construccions amb regla i compas: la triseccié de 'angle, la duplicacié del
cub i la quadratura del cercle.

o En general no es pot trisecar un angle qualsevol amb regla i compas.
Posem-ne un exemple. Com que cos(3) = %, l'angle £ és construible.
Vegem, pero, que o = § no ho és. En efecte, usant relacions trigono-
metriques tenim que

5= cos(3a) = 4 cos®(a) — 3cos(a) ,
i per tant cos(a) és arrel del polinomi irreductible f(z) = 823 —6x—1 €
Q[z]. Tenim aleshores que [Q(cos(«)) : Q] = 3 1 per tant, pel criteri 1
de constructibilitat, I’angle a no és construible.

o El problema de la duplicacié del cub consisteix en construir amb regla i
compas un cub que tingui el doble de volum que un de donat. Suposem
aixi que tenim un cub de volum 1. Si volem construir un altre de volum
2 serd necessari construir un segment de longitud /2, o equivalentment,
construir el punt (¥/2,0). Perd [Q(¥/2) : Q] = 3 i aleshores, utilitzant
el mateix criteri de constructibilitat, tenim que /2 no és construible.
Per tant no és possible realitzar la duplicacié del cub només amb regla
i compas.

o Recordem també que no és possible la quadratura del cercle, és a dir,
trobar un quadrat de la mateixa area que un cercle donat. Considerem
un cercle de radi 1 i vegem que no podem construir un quadrat d’area 7.
Per aix0 haurfem de construir un segment de longitud /7. El nombre
real /7 és construible si i només si ho és el seu quadrat. Perd, com que
7 no és algebraic sobre Q (resultat que va provar Lindemann en 1882),
es dedueix que no és un nombre construible.

2.3 N-agons regulars inscrits en corbes planes

Sigui C un corba plana i fixem F,, Py dos punts de la corba, no necessa-
riament diferents, de manera que delimitin un arc sobre la corba. Per a cada
enter positiu NV, ens plantegem la qliestio segiient:
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Problema. Es possible construir amb regla i compas punts P, ..., Py_; tals

que divideixin I’arc P/OFTN en N parts iguals? Esa dir, de manera que les longi-
tuds d’arcs consecutius satisfacin ¢(Fy, P;) = ((P, Py) = --- = {(Pn_1, Pn).

El problema plantejat en aquests termes resulta intractable. Obviament,
la resposta dependra en primer lloc de quina sigui la corba C i dels punts
Py, Py. Després es tractara d’esbrinar quins son els enters N admisibles. No
obstant aixo, cal fer notar una subtilesa afegida, que consisteix en precisar
si hom pot o no fer is de les interseccions de rectes i circumferencies amb
la corba C. En cas afirmatiu, a priori, tenim més opcions per a construir
N-agons sobre C.

En qualsevol cas, en aquest treball ens restringirem a suposar que la corba
C és la lemniscata i prenem el criteri de no fer ts de la grafica de la lemniscata
en tractar sobre la constructibilitat dels seus N-agons. Un dels objectius que
perseguim és donar una prova del segiient resultat.

Teorema 2.3.1 El N-agon regqular sobre la lemniscata és construible amb
regla i compas st © només si N = 2" py ...p., on p; son primers de Fermat
diferents.

Podem comprovar com, sorprenentment, el resultat sobre els N-agons
regulars a la lemniscata és analeg al cas circular. Recordem també que els
primers de Fermat sén els de la forma 22" 4 1 per algun enter m i encara no
se sap si n’existeixen infinits. Son primers de Fermat els corresponents als
casos m = 0,1,2,3,4, és a dir, 3, 5, 17, 257 1 656537. Euler va descobrir que
641 divideix el nombre corresponent al cas m = 5, amb la qual cosa 2% + 1
no és primer. Fins avui no se’n coneix cap més. Podem dir, pero, que no hi
ha cap primer de Fermat més petit que 1019°% ([Ste], pag. 170) .

Per acabar aquesta seccié farem un breu recordatori d’una possible prova
del cas circular, que fa us de les extensions ciclotomiques. Aixo ve motivat
pel fet que la prova del cas lemniscatic es fa de manera semblant, pero amb
extensions més complicades de tractar.

Teorema. (Gauss) El N-agon regular sobre la circumferéncia és construible
amb regla i compas si © només st N = 2"py---p,., on els p; son primers de
Fermat diferents dos a dos.
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Sabem que el problema de construir el poligon regular de N costats és
equivalent a construir els punts de N-divisié de la circumferencia, la qual cosa
és equivalent a construir les arrels del polinomi XV — 1. Aix{, és suficient
estudiar la constructibilitat d’una arrel N-esima de la unitat, diem-li £5. Pels
criteris de constructibilitat esmentats anteriorment hem d’estudiar el grau de
I'extensi6 de cossos Q(En)/Q, que és de Galois. Es té que Gal(Q(&y)/Q) ~
(Z/NZ)*. Pel criteri 2 de constructibilitat arribem a la conclusié que &y
és construible si i només si 'ordre de (Z/N7Z)* és una potencia de 2, i aixo
succeeix siinoméssi N = 2"p; - - - p,., on els p; sén primers de Fermat diferents
dos a dos.



Capitol 3

La lemniscata

3.1 Definicions equivalents

La lemniscata és el lloc geometric dels punts del pla tals que el pro-
ducte de les seves distancies a dos punts donats, anomenats focus, és igual al
quadrat de la meitat de la distancia entre els focus. La lemniscata és un cas
especial dels ovals de Cassini, que es defineixen com el lloc geometric dels
punts tals que el producte de les distancies a dos punts donats és constant.

V2

Siguin Fy = (=%%,0) i I, = (\/75,0). La equaci6 de la lemniscata en

coordenades cartesianes havent pres com a focus els punts Fi i F5 és
(@® + ) =" =y (3.1)

A la figura 2 es representen els punts reals de la corba.

Si passem a coordenades polars, és a dir, x = rcos#, y = rsinf, tenim
que 'equacié que defineix la lemniscata és r?> = cos26. El diferencial de
longitud d’arc lemniscatic és

ds® = dr* + dy* = (cos fdr — sin 0d)? + (sin Odr + cos Ordf)* = dr* + r*df* .
Ates que 2rdr = —2sin 20df se segueix

ridr? dr?
1—cos220 1—r4"
Aleshores, la longitud de I'arc de lemniscata compres entre l'origen i el punt
amb modul r (veure figura 1) ve donada per I'expressid

ds® = dr? + r?de? = dr* +

"o dx
s(r) —/0 N (3.2)

14
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s(r)

-0.5

Figura 3.1: Punts reals de la lemniscata

A continuacié detallem un procediment mecanic per a construir la lem-
niscata. Sigui ABC'D un antiparal-lelogram articulat de costats AB = C'D
i tal que CD = AD+/2, on els punts C' i D estan fixats. Aleshores quan els
punts A i B recorren respectivament les circumferencies de centres D i C, es
té que el punt mig M del segment AB descriu la lemniscata de Bernoulli. A
la figura 3 s’il-lustra aquest mecanisme.

Vegem que en efecte M descriu la lemniscata. Tenim que CD = AD+/2,
o equivalentment, CDV2 = 2AD i per tant AD = DM V2. Els trian-
gles ABD i BC’D iels trlangles ACD i ABC son semblants, amb la qual
cosa es té que DAM = ACM i ADM = MAC. Aleshores, els triangles
MDA i MCA sén semblants, i per tant, DM : MA = MA : MC, és a dir,
DM : MC = MA? = AD% — (€Dy2,

La lemniscata també es pot definir com la interseccié d’un tor i del pla
tangent al seu anell interior, on el tor és tal que el seu radi interior és igual
al radi de la circumferencia que el genera.

3.2 Propietats geometriques

Tal com acabem de dir, la lemniscata és la corba algebraica plana corres-
ponent al polinomi

flay) = (@ + 97 —2® + 4

Estudiarem tot seguit quines son les seves singularitats i de quin tipus son.
Si calculem els punts singulars afins podem comprovar que només hi ha un,
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Figura 3.2: Construccié mecanica de la lemniscata

que és el (0,0), amb multiplicitat 2 i rectes tangents diferents. Es tracta
doncs d’un punt singular ordinari. En l'infinit la corba té dos punts, que
sén [¢ :1:0]1[—¢:1:0], ambdds singulars, amb multiplicitat 2 i també
ordinaris. Per tant, com que la corba té grau 4, i les seves singularitats sén
ordinaries, podem calcular el seu génere a partir de la formula de Noether i
concloem que és 0. Aixo vol dir que la lemniscata admet una parametritzacié
racional. Per trobar-la farem servir que les relacions

cos 6 sin f cos 6

=T om0 YT T a2

1+ sin“ 0 14 sin“ 0

son una parametritzacio trigonometrica de la corba, com es pot comprovar

veient que compleixen l'equacié de la lemniscata. Ara, si fem el canvi t =
0 -
tan 3, es compleix:

(3.3)

2t
) —
sin T
R
cosf = .
1+ 2

Si substituim en l'expressié (3.3), obtenim
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Figura 3.3: Definicié de la lemniscata a partir d’un tor

po 1=t
tF 62+ 1

_2t(1 —1?)
YT+ 1
que és el que voliem trobar. L’aplicacio

P'(Q) — lemniscata

11—t 2t(1 — t2)
t — ,
62 +1 4 +6t24+1

oo — (—1,0)

ens dona els punts racionals de la lemniscata.



Capitol 4

Integrals el-liptiques

Per tal de fer N-divisions sobre corbes, resulta util poder disposar de
férmules d’addicié que permetin trobar ’arc doble, triple, .... d'un arc do-
nat. En d’altres paraules, abans d’aprendre a dividir és convenient primer
aprendre a sumar (quan aixo sigui possible). Un cas especialment tractable
és el de les longituds d’arc que venen donades per integrals el-liptiques, ates
que aquestes disposen de lleis d’addicié expressables algebraicament. En les
seccions seglients, recordem els resultats principals de les integrals el-liptiques
i les seves formules d’addicié.

4.1 'Tres especies

Una integral el-liptica és una integral de la forma

/ R(z,\/G(2)) d,

on G(x) és un polinomi de grau 3 6 4 sense arrels miltiples i R(x,y) és
una funcié racional de dues variables. Se les anomena el-liptiques perque
apareixen en el calcul de la longitud d’arc de l’el-lipse. Es pot veure que
qualsevol integral el-liptica es pot reduir a una combinacié dels tres tipus
segilients:

dz / r2dr / dz
VG() ) G) J (z—e)/G(x)’
on G(z) = (1 — 2?)(1 — k*2%). Aquestes darreres expressions es poden sim-

plificar fent el canvi de variable x = sin¢. Aleshores les integrals abans
esmentades s’expressen com segueix:

18
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/ dg / sin? ¢ d¢ do
1—kzsin2¢’ 1—}’<:zsin2(;57 (singb—c)\/l—k?sin%b.

Aquestes integrals reben el nom respectivament d’integrals el-liptiques de
primera, seqona i tercera especie. 'Tots aquests resultats van ser provats
per Legendre i es poden trobar al seu Traité des fonctions elliptiques et
des intégrales eulériennes (1827-1832), on es recopilen un vast nombre de
propietats sobre integrals el-liptiques.

4.2 Les formules d’addicio

En aquesta seccid presentem la llei d’addicio per a les integrals el-liptiques
de primera especie

" dx A do -
/0 \/(1 _x2)(1 — /{721:2) _A 1 —k281n2¢ - F(‘P) ,

on r = sin . Les lleis d’addici6 per a les integrals de segona i tercera especie
sén més complicades, i no ens caldran en el present treball.

L’objectiu és trobar alguna relacié entre els parametres @, ¥, u quan es
es compleix la igualtat F(p) + F(¢) = F(u). De fet veurem que sinp es
pot expressar algebraicament en termes de sinp i sinty. Definim A(y)) =

/1 — k2sin?¢. Considerem I'equacié diferencial
Y k2 sin® ¢

dp /1 — k2sin? ¢ 7

on entenem que v és funcié de ¢. L’equacio és de variables separades, i per
tant la seva integral és F'(¢) + F(¢) — F(u) = 0, on p és una constant.
Demostrarem que ’expressio

COS [t = €0S @ cos 1) — sin p sin YA () (4.1)

també és integral de I'equacié diferencial. Observem primer que en elevar al
quadrat ambdds membres de la igualtat anterior s’obté

cos? ¢ +cos? 1 + cos® 1 — 2 cos p cos ¥ cos p+ k* sin? psinepsin® p =1 (4.2)
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i que aquesta expressié és simetrica respecte ¢,1 i pu. Aquesta simetria
implica que si es compleix (4.1), aleshores també se satisfan les relacions:
costy) = cospcos i — sin@sin pA()
cosp = cospcost —sinpusinpA(p) .
Per comprovar que (4.1) és integral de I'equacié diferencial dividim per

sin ¢ sin ¥ els dos membres de la igualtat i derivem respecte de ¢ considerant
1 com a funcié de ¢. El resultat es pot posar com

COS Y — COS [L COS

dy sin ¢
dp oS —cospcosty
sin

Si fem servir les igualtats (4.3) i (4.4) s’arriba a que l'expressié anterior és

equivalent a
dy  /1—k*sin’¢

de /1 —-K2sin’y

que és el que voliem veure.

Aixi, pel teorema d’unicitat en equacions diferencials, la igualtat F'(¢) +
F(¢) = F(p) implica que
COS 1 = cos p cos Y — sin psin Y A(u) .
Per obtenir una expressié explicita, diem x = cos j, i tenim sin? 4 = 1 — 22.

Aixi, la relacié (4.2) es pot considerar com una equacié en z i resolent-la
s’obté

cos p cos 1 — sin 1 sin 9 A(p)A()
1 — k2sin? @ sin® 1) '
D’aqui es dedueix també la segiient expressié per sin p:

sin p cos YA () 4 sin ) cos pA(p)
1 — k2sin? psin? e ‘

T =Cos L=

(4.5)

sin =

Presentem ara la llei d’addicié de la integral el-liptica corresponent a la
lemniscata.
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4.3 Cas lemniscatic

Examinem ara la integral el-liptica de primera especie de modul k£ =i

/0’“ V- xﬂfl({i —(@)2) /o \/% !

que mesura la longitud d’arc de la lemniscata.
Donada la relacié

/ " dx N / tode B / Y dx

0 \/1—234 0 \/1—.CE4 0 \/1—$4

vegem quin és el parametre u que la compleix en funcié de r i t. Podem posar
r = sinp, t = sinvy, u = sinu, amb la qual cosa, suposant que p, ¥, u €

[0, 7] tindrem cos ¢ = /1 — 12, costyp = /1 — 2. Aleshores, fent servir (4.5)
trobem la relaci6

=8 4+ ty/T= 7
po VIZHAIZ (4.6)
1+ r2¢2

Hem obtingut per tant la llei d’addicié que posseeix la integral de primera
especie F'(¢) amb modul k = i. Aquest resultat va ser descobert per Euler
I’any 1753. El cas particular » = ¢, que correspon a doblar I’arc lemniscatic,
ja havia estat resolt per Fagnano 25 anys abans.
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Funcions el-liptiques

Suposem donada una funcié sota el signe integral
o) = [ sieyar
o

sense precisar quines hipotesi requerim a les funcions f(t) i ¢(x). A la practica
ens interessara el cas en que ¢(z) mesuri la longitud d’arc sobre una corba
delimitat pels punts que queden determinats pel parametre x, (origen fixat)
i el parametre x (variable).

El problema d’invertir una integral consisteix en estudiar (en cas que
existeixi) la funcié inversa de ¢(x). Es a dir, ens preguntem per lexistencia
i propietats d'una funcié x = p(y) tal que

p(y)
y = /,, f(t)dt.

(yo)=z0

L’interés per invertir integrals resulta obvi en el cas que ens ocupa. Donada la
longitud y resultant de dividir I'arc total de la lemniscata en N parts iguals,
voldrem trobar el punt p(y) de la corba tal que I’arc corresponent realitza la
longitud y. En el cas de la lemniscata, la funcié que dona la longitud d’arc
es pot invertir i el que s’obté és una funcié el-liptica.

22
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5.1 Funcions el-liptiques

Una ret a C és el subgrup generat per dos nombres complexos (anomenats
periodes) linealment independents sobre R. Escriurem

A:ZW1+ZLU2.

Es diu que f : C — PY(C) és una funcid el-liptica respecte de la ret A si es
compleix que f és meromorfa i f(z) = f(z+ A) per a tot A € A. Es té que
qualsevol nombre complex z pot expressar-se de la forma z = ajw; + aswo,
amb a; € R tnics. El nombre a; es pot descomposar com la suma de la
seva part entera i la seva part fraccionaria, amb la qual cosa deduim que una
funcié el-liptica queda completament determinada pels valors que pren a la
regié
{oqwl + Qrows | 0< o, 00 < 1}

que rep el nom de paral-lelogram fonamental de A.
Donada una ret A, existeix una funcié el-liptica notable, que s’anomena
funcio de Weierstrass, definida per

p(2) =§2+ > ((Z_—lA)2 —~ %) . (5.1)

La seva derivada

z)=-2) (Z i A>3 (5.2)

també és una funcié el-liptica respecte A. De les definicions es dedueix que
©(2) és una funcié parell i que ¢'(2) és una funcié senar. La funcié p té un
pol doble als elements de la ret, i no té cap altre singularitat, mentre que la
funcié @’ té un pol triple als elements de la ret com a uniques singularitats .
Es té a més que ¢'(z) = 0 si i només si z = Jwi, (w1 + ws), w2 mod A.

El conjunt de les funcions el-liptiques respecte una ret A formen un cos
que denotarem per M(x). Es té que M(x) = C(p, '), és a dir, que qualsevol
funcio el-liptica respecte una ret A pot expressar-se com una funcié racional
en pig.

Una altra propietat important és que o compleix ’equacié diferencial

p2(2) = 4p(2)* — g2(A)p(2) — gs(A) ,



Construccions amb regla i compas a la lemniscata 24

on ga(A) = 60/\%: 0)\_4 igs3(A) = 140)\%: 0)\_6.
eA- eA-

Podem definir aleshores la corba el-liptica
E={(z,y) € C* | y* = 42° — go(AN)x — g3(A)} U o0,

on el simbol oo denota el punt de linfinit de la corba. Tenim per tant
I’aplicacio

¢ : C/AN — FE
2#0 — (p(2), ¢'(2))

0 — o

que pot considerar-se com un homeomorfisme entre el tor complex C/A i la
corba E. L’aplicaci6 ¢ transporta l'estructura de grup abelia que C/A hereta
de C a E, és a dir, si (a,b), (¢,d) € E aleshores existeixen funcions f, g tals
que

(a,b) + (¢,d) = (f(a,b,c,d),g(a,b,c,d)).

Aquestes funcions es troben a partir de les lleis d’addicié que tenen les fun-
cions g i @'. Recordem a continuacié la llei de p(z):

i) — ey 4 L (FE) — ()
ol ) = —plar) — ol + 1 (S TEE) 5y

per a z1,2z2 & A p(z1) # p(z2). Si 21 = 23 mod A, aleshores

2:) = ~20() + 1 (22} (5.4
z2) = —2p(2)+ - : .
’ N ANETE

La llei d’addicié de ¢'(z) s’obté derivant les expressions anteriors. Aixi,
deduim l'existencia de funcions algebraiques fy, gy tals que

N

~—

N(;U,y) = (I,y)—i— e +(£C,y) = (fN('rvy>7gN(x7y>>

Hem vist doncs que a cada ret de nombres complexos podem associar-li una
corba el-liptica sobre C. El reciproc també es compleix, resultat que es coneix
com teorema d’uniformitzacio.

Haviem vist que la longitud de I’arc de lemniscata compres entre I'origen

i el punt de modul r és s(r) = 7 \/%. Volem invertir aquesta integral és
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a dir, volem trobar per a quin parametre ¢(y), on y és una longitud d’arc
donada (veure figura 6), es compleix

»(y) dx

v= 0 \/1—1’4‘
//‘;"

Figura 5.1: Definicié de ¢(«)

Aixi, és obvi que ¢(s(r)) = r. Tot seguit estudiarem les propietats més
importants de la funcié ¢. Tenim que posseix una llei d’addici6:

P/ T= F0) + plo) VT = 3 (@) 55)
1+ 20 | |

que es dedueix de (4.6), i amb la relacid

o(u+v) =

Js — dr dp(s)
V1—rt 1 —¢4(s)
on s denota la longitud d’arc de la lemniscata, s’obté ¢'(s) = /1 — p*(s) i
per tant
/ /
ﬂu+w:wwma»+wwww> (5.6)

T () 2(0)
Una altra propietat important de la funcié ¢ és que ¢(iu) = ip(u). Per
provar-ho és suficient comprovar que fent x = i1y es compleix

/ir dI ./r dy
— =1 | —
0 \/1—334 0 \/1—3/4
Sigui w la longitud d’un peétal de la lemniscata (veure figura 4), amb la qual
cosa la longitud total de la lemniscata és 2w. Si calculem w numericament
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Figura 5.2: w és la longitud d’un pétal de la lemniscata.

obtenim la segiient aproximacio: w = 2.622057. Es té que w és un nombre
transcendent. Una prova d’aquest resultat es pot trobar a [Wal] pagina 91.
Es un resultat técnic que utilitza metodes de variable complexa. Sembla
ser que el primer en demostrar la transcendentalitat del nombre w va ser
Gelfond-Schneider, matematic que va resoldre el 7e. problema de Hilbert,
és a dir, que si « i  sén nombres algebraics, a # 0,11 3 ¢ Q, aleshores o
és un nombre transcendent.
Veurem que la funcié ¢ és el-liptica respecte de la ret

A=<(1+iw,(1—-1)w> .

Per definicid, p(w/2) =11, per tant, ¢'(w/2) = /1 — p*(w/2) = 0. D’altra
i

banda, com que w = [ Wt fent ¢ = 7w en la 1gualtat Flp)+ F(y) =

F(p), de (4.5) se segueix
sin = singcosm = —sinp

ja que A(m)=11isinm = 0. Per tant, si diem u = F(y), tenim que p(u+w) =
—p(u). Aixo implica p(u + iw) = —p(u) i aleshores:
o(u+w+iw) = ¢(u)
olu+w—iw) = p(u) . (5.7)
Es a dir, w(1 4 i), w(1 — i) sén perfodes de la funcié ¢. Per tant la funci6 ¢

queda determinada pels valors que pren en el seu paral-lelogram fonamental
R={oqw(l+i)+aw(l—1)|0<a,ay <1}.

Vegem ara quins son els pols i els zeros de ¢. Siguin «, 3 € R, aleshores

p(a)y'(B) +ip'(a)p(B)
1 =X a)p?(B)

pla+if) = (5.8)
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Com que ¢(a) i p(3) sén quantitats finites, aleshores p(a+i3) = 0 només es
pot complir quan p(a)¢'(5) = ¢’ (a)p(F) = 0. Els zeros reals de la funcié ¢
son de la forma mw, mentre que els zeros reals de ¢’ sén de la forma m + %w,
amb m € Z. Aleshores la condicié p(a)¢'(8) = ¢'(a)p(f) = 0 es complira
pels nombres de la forma mw—+niw o (m+1)w+ (n+ 1 )iw. Es clar, perd, que
w(mw+niw) = 0 per a tot m,n € Z ja que, en aquest cas, p(a) = () =01
el denominador de (5.8) és diferent de zero. El denominador, pero, és nul pels
nombres de la forma (m-+2)w+ (n+1)iw, i per tant, es té una indeterminacio,
que resoldrem tot seguit. Aixi, la relacié
w w, opw) () :
et et ) = W T )
ens diu que si p(u + %) = 0 aleshores o(u + %‘”) = o0o. Imposant doncs
que u + % sigui un zero de ¢, s’infereix que els seus pols sén de la forma
(m+ 3)w + (n+ 3)iw, amb la qual cosa queda resolta la indeterminacié. A
partir de les expressions anteriors deduim que els zeros i els pols de ¢ en

el seu paral-lelogram fonamental sén respectivament {0, w, iw, (1 + ¢)w} i
{ (I+i)w  (B+i)w (143w (343w }
z » 2 0 2z 2z I

De la discusi6 precedent deduim que ¢ és una funcié meromorfa, amb la
qual cosa, com que també és biperiodica, tenim que és una funcié el-liptica
respecte de la ret A. Aquest fet és un cas particular dels resultats que Abel
va incloure a la seva obra Recherches sur les fonctions elliptiques (1827-1828),
en que es demostra que la inversio de la integral el-liptica de primera especie

‘- / V(1= c%cig)c(l — e212)

déna lloc a una funcié ¢(«) doblement periodica a C. Es pot dir que la teoria
de les funcions el-liptiques comenca amb aquesta obra d’Abel.

5.2 Multiplicacié complexa

Recordem que en comentar la prova del teorema de Gauss, en que s'uti-
litzaven extensions ciclotomiques, es va indicar que les extensions de cossos
que sorgien al cas lemniscatic eren més complicades de tractar. Doncs bé, per
aquesta rad sera necessari aplicar un resultat sobre multiplicacio compleza,
concepte que introduirem tot seguit.
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Es diu que dues corbes el-liptiques F i E’ definides sobre C sén isomor-
fes, si les seves rets respectives A i A’ compleixen que A = aA’ per algun
a € C. Podem considerar el grup d’automorfismes d’una corba el-liptica. En
general, es té End(C/A) = Z, pero si hi ha algun altre element, es diu que
la corba el-liptica C/A té multiplicacié complexa. A més, hi ha un metode
per a construir corbes el-liptiques amb multiplicacié complexa. Sigui O un
ordre a un cos cuadratic imaginari. Aleshores si a és un ideal propi de O es
pot pensar com una ret a C, i es té que la corba el-liptica associada C/a té
multiplicacié complexa, ja que End(C/a) = O.

Podem enunciar ara el teorema sobre multiplicacié complexa necessari
per a entendre la demostracié d’Abel-Rosen.

Teorema 5.2.1 Sigui K un cos quadratic imaginari v sigut N un enter posi-
tiu. Es compleix que

Hy = K((Ox), (553 0x)

és el cos de classes del modul NOg, on la funcid 7(z; O) es defineix com

9&((%))2 o(z;0)2, si g3(0) =0 ;
7(20) = %Eg)@(z; 0)?, 51 g2(0) =05
%p(z; O), altrament,

3 2 - 5(Ok _
amb A(O) = ¢5(0)—27g5(0) i (O ) = 1728 % Per tant, Gal(Hy/K) =
Cl(O).

Posem un exemple. Sigui K = Q(i) i N = 5. Si considerem Z[i] =
Z +iZ = Ay com una ret, del fet que iAg = Ay es dedueix que g3(Ag) = 0.
Aleshores tindrem

Alfo) = g3(Ao) — 2762(A) = g(Ao).  s(Ao) = 1728‘(’2’&3)) _ 1728

21 A
i, per tant, T(%, Ao) = %. Aleshores, pel teorema 5.2.1 tenim que

K((80).7(5, M) = K(% _

5
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és el cos de classes corresponent al modul 5Z[i]. A més, Gal(H;/K) ~
ClZ + 5ZJi]). Per determinar Cl(Z + 5Z[i]) farem servir que la successié

{1, +i} = Z[i)* -1 (Z[i)/NZ[i])* — CUZ + NZ[i]) — 1
és exacta (veure [Cox| pagina 174), i per tant
(Z[i)/NZ]i])* /Imf ~ CHZ + NZJi]) . (5.9)
Pel cas N = 5 es compleix que els elements +1, 4% sén distints entre si a

G := (Z[i]/5Z][i])*. Es pot veure que |G| = 16, amb la qual cosa Cl(Z+ 5Z][i])
és isomorf a G/{%1,+i} i té cardinal 4. Per tant, [H; : K] = 2%
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Poligons regulars lemniscatics

Abans de procedir a la demostracié del teorema d’Abel-Rosen presentarem
els objectes que utilitzem. Treballarem amb les rets

A =< 2w, 2iw > ; (ret auxiliar)
Aem =< (1 +d)w, (1 —d)w > ; (ret lemniscatica)
Ap=<1,i> ; (ret gaussiana)

Es compleix (1 4 i)Ajem = A = 2wy, és a dir, les rets sén homotétiques.
Aquest fet implica que

C(@A, @;\) = C(pAlem7 plAlem) = C(@Am KJ/AO)'

Les corbes el-liptiques que defineixen sobre C sén isomorfes, és a dir,
C/A ~C/Aem =~ C/Ay

i més endavant provarem que venen donades per les equacions

C/A y2:4x3—ix

C/MNem @ Y2 =42 +2
C/Ny : y* =42’ —4dw'r .

Per a simplificar la notacié posarem © = @A, Plem = PA,s 0 = QAo LIS
tenen les segiients relacions

2ip((1+1)2)) = rem(2), p@wz):@m(z). (6.1)

30
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6w
Hiw
4w A
3w
29w
1w

: ret auxiliar

Ajery : et lemnisctica

w 2w 3w dw bw bw

Figura 6.1: Les rets A i Ao

Observem que els elements de la ret A també sén elements de la ret Ay,
corresponent a la funcié ¢, com s’il-lustra a la figura 7.

A més, notem que les corbes el-liptiques abans definides tenen multi-
plicacio complera, donat que per a totes tres rets es compleix que si les
multipliquem per ¢ resten invariants.

6.1 El teorema d’Abel-Rosen

Teorema 6.1.1 El N-agon reqular sobre la lemniscata és construible amb
regla i compas st i només si N = 2" py ...p., on p; son primers de Fermat
diferents.

Primer pas. Volem dividir la lemniscata en N parts iguals. Sigui « la
longitud de l'arc de lemniscata compres entre 'origen i el punt (r,60). Els
punts que busquem soén aquells pels quals o = %Tw, on 0 < k < N. Su-
posem que podem construir els nombres r = p(a). Ates que els punts de

la lemniscata compleixen equacié r? = cos20 = 2cos?6 — 1, i per tant,

2
nombres rsin # i r cos 6, amb la qual cosa obtindrem els punts (r cos , r sin 0)
sobre la lemniscata. Per tant, el problema de la N-divisi6 lemniscatica amb
regla i compas es redueix ara a estudiar la constructibilitat dels nombres
gp(QkT“’) per k=0,...,N —1.

2 . N . N
cosf = +,/= un cop tinguem r, podrem construir amb regla i compas els

Segon pas. El nostre objectiu ara és provar que els punts de N-torsio de
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la corba el-liptica E' ~ C/A s6n construibles amb regla i compas si i només
si els punts de N-divisié de la lemniscata ho sén. Denotarem per E[N] el
subgrup de E format pels punts de N-torsi6. Donat que £ ~ C/A, tenim
E[N] ~ £A/A ~ A/NA, el que implica que E[N] té N? elements. De forma
explicita

2aw + 2biw 2aw + 2biw
BIN] = {(p (222 o (222 fo <<y,

on al punt de l'infinit li correspon a = b = 0. Per exemple, els elements de
E[2] sén {0, (e1,0), (e2,0), (e3,0)} on

€1 = @(w)a €2 = p(iw), €3 = @((1 + Z)w) :

Observem que e, es, e3 sén les arrels de 4z3 — %x = 0, és a dir, e; = %1,
es = —1 1 e3 =0. Amb la definicié de p(z) comprovem que p(iz) = —p(z)

i, derivant, que @'(iz) = ip/(z). Usant la férmula d’addicié es comproven les
igualtats

o((1+14)2) = —é% (6.2)
o((1—i)z) = é%. (6.3)

Lema 6.1.1 Si p(a) és construible, també ho és p(5).

En I'expressié (6.2) substituim z = ;% i observem aleshores que p(75;) sa-
tisfa una equacié quadratica amb coeficients construibles. Per tant p(15;) és
construible. Substituim ara z = § a (6.3). Aleshores, com que

-0 =0 (-G o ()

és construible, go(%) és solucio d'una equacié quadratica amb coeficients cons-
B . o s .
truibles, i per tant (%) és construible.

Corol-lari 6.1.1 Siguin a,b,n € Z tals que ab # 0 i n > 1. Aleshores, els

nombres
2aw + 2biw

son construibles.
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Sabem que els nombres {p(w), p(iw), p((1 + i)w )} sén construibles. A
més, com que p%(z) = 4p(2)* — 1p(z) i ( ) = 6p*(z) — 3 es dedueix que
si p(z) és construible també ho sén ©'(z) i p”(2). Aixi, utilitzant (5.4) veiem
que si p(w) és construible també ho és gg(Qw). Per induccié provem doncs que
©(2nw) és construible per n € N—0. Fent servir aleshores que p és una funcié
parell, provem que p(2aw) és construible per a € Z, a # 0. Raonant de forma
analoga es demostra que p(2biw) és construible per b € Z,b # 0 i utilitzant
altre cop la llei d’addici6 de g, provem que p(2aw + 2biw) és construible per
a,b € Z, ab # 0. Aixi hem demostrat I’enunciat pel cas n = 11 a, b general.

Per provar el cas n qualsevol s’utilitza induccio i el lema 6.1.1.
Proposicié 6.1.1 ¢(«) és construible si i només si p(a) és construible.

Demostrarem primer la condicié necessaria. Notem que la funcié ¢ és
el-liptica respecte la ret A, cosa que ja sabiem, pero també ho és respecte
la ret A, ja que es compleix A C Aj,. Per a demostrar la condicié necessaria
considerarem ¢ com una funcié el-liptica respecte A. Aixi, és facil veure
que els zeros i pols de ¢ modul A sén respectivament {0, w,iw, (1 + i)w} i
{(H;)w, (3+2i)‘”, (H;’i)‘”, 3+3’ 21, La funcié p/(z) també té com a zeros els
punts w, iw, (1 + 7)w modul A A més

o(H5) o (95 () ().

La funcio

¢'(2)
(9(2) = p("22))(p(2) — p(E52))
té els mateixos zeros i pols modul A que ¢ . Per tant, existeix M € C tal que
¢(z) = Mg(z). Com que ¢(5) =11 g(%) és construible pel corol-lari 6.1.1,
deduim que M és construible. De fet, fent els calculs adients, hom troba que
M = =, Aleshores si p(«) és construible, g(«) també ho és, i per tant, ()
és construible.

9(2) =

Provem ara la condicié suficient. Hem vist que ¢(z) és una funcié el-liptica
respecte de laret Ajoy, = {m(1+i)w+n(1—i)w | m,n € Z}. Els zeros i el pols
de ¢ modul Ajep, s6n respectivament {0, w} i {%, %} Comparant els
zeros i els pols deduim 'existencia d’una constant C' € C tal que

plem( ) plem(w>
#la) =C Orem (2) '
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Vegem que C' és construible. Sabem que (%) = 1. A més, de la relacié

(1+d)w
— )

i el corollari 6.1.1 deduim que @iem(%) és construible, i per tant, Eiem(w) i
Plem () també ho sén. Aleshores C' també és construible, ja que s’expressa
com a producte de nombres construibles. De fet, calculant les series de Lau-
rent entorn de z = 0 de les funcions involucrades, hom troba que C' = —2.

Xavi, cuidadin con lo de involucrades

w .
@lem(E) = 2ig(

14i)w 1-i / ,
# iuy = U222 Com que els zeros de g, (2) son ug, uy

Siguin ug = 5

i w, trobem

902(2) _ CQ(WIem(Z)_plem(w))2

Plem (%)
_ 0_2 plem<z) - plem(w) (6 4)
4 (P1em(2) = Prem(10)) (1em(2) — Prem(u1)) .

Del fet que go(A) = 5 i g3(A) = 0 es deducix que ga(Ajem) = =11 g3(Ajem) =
0, amb la qual cosa tenim que els nombres Ejem(to) 1 @lem(u1) s6m con-
struibles. Aleshores, si ¢(«) és construible, tindrem que @ () és solucid
d’una equacié quadratica amb coeficients construibles, i per tant també sera
construible. A més com que

4 . 14p%(2) —
Plem (2) = 2ip((1 +14)2) = - ———~—,
4 po(z)
si prem (@) és construible, es dedueix que p(a) també ho és. Aixd acaba la
prova de la proposicio.

Hem vist, doncs, que estudiar la constructibilitat dels punts de N-divisio
de la lemniscata és equivalent a estudiar la constructibilitat dels punts p(%T“’)

per k=0,..., N — 1, qlesti6 que tractarem tot seguit.

Tercer pas. Considerem el subgrup F[N] de E. Atesa la llei d’addici6 de
la funcié g, resulta que les coordenades cartesianes dels punts de E[N] s6n
algebraiques sobre Q. Sigui Ky /Q la minima extensic de cossos que conté
tots aquests nombres. Vegem que Ky /Q és de Galois. Sigui Gg el grup de
Galois absolut Gal(Q/Q). Aleshores definim el morfisme de grups

p : Gg — Aut([E[N]) ,
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on Aut(E[N]) denota el grup de automorfismes de E[N]. Es compleix
Aut(E[N]) ~ Aut(A/NA) ~ Aut(Z/NZ & Z/nZ) ~ Glo(Z/NZ).

El primer teorema de isomorfisme ens diu que Nucp < Gg i Gg/Nucp ~ Imp.
Perd Nucp = Gal(Q/Ky), ja que per definici6 esta format pels o € Gg que
deixen fixos els elements de E[N]. Per tant, tenim que Gal(Q/Ky) <1 Gg, i
per tant Ky /Q és una extensié de Galois.

Denotem per G el seu grup de Galois. Aleshores G té una accid sobre
E[N] que ens déna un morfisme injectiu Gy < Aut(E[N]). En el cas que N
sigui un nombre primer, 'ordre de Glo(Z/NZ) és igual al nombre de bases
de Z/NZ ®Z/NZ, és a dir, (N* —1)(N? — N). Aquest nombre és divisible
per N(N + 1), la qual cosa implica que si N > 2 no pot ser una poténcia
de dos. Com que I'inic que podem afirmar és que l'ordre de G divideix
(N? —1)(N? — N), els arguments anteriors no permeten, a priori, concloure
res sobre la constructibilitat dels punts de E[N].

Ara farem servir el fet que la ret A =< 2w,2wi >= 2wZ[i] és un Z[i]-
modul. Aixi, com que la corba elliptica £ = C/A té multiplicacié complexa
per Z[i], dotem a E d’una estructura de Z[i]-modul. Hem vist abans que
pliz) = —p(2) 1 ¢(iz) = ip/(z), amb la qual cosa tenim que l'accié de
i sobre E ve donada per i(z,y) = (—z,iy). Per tant podem considerar

E[N] ~ tA/A ~ A/NA ~ Z[i]/NZ][i] com a Z[i]-modul.

Sigui K = Q(¢) i adjuntem les coordenades cartesianes de F[N] a K.
El cos resultant el denotem per Ky, i sigui Gy el seu grup de Galois sobre
K. Com que Gy deixa i fix, Gy té una accié sobre E[N] que preserva la
seva estructura de Z[i]-modul. Aixi, cada o € Gy es pot considerar com un
Z[i]-automorfisme de E[N], la qual cosa ens déna un morfisme injectiu de
Gy al grup dels Z[i]-automorfismes de E[N]|. Com que E[N| ~ Z[i]/NZ]i],
tindrem

Autygg(E[N]) = Autyg (Z1i)/NZ[i) = (Z[i)/NZ})"

Proposicié 6.1.2 El grup Gy és abelia. Si (Z[i]/NZ[i])* té ordre poténcia
de 2, aleshores els nombres

2aw + 2biw , [ 2aw + 2biw
o N ' N

son construibles.
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Que el grup Gy és abelia es dedueix del fet que la seva imatge pel morfisme
injectiu abans descrit és un subgrup de (Z[i|/NZ]i])*. L’afirmacié sobre la
constructibilitat se segueix del fet que Ky /K és una extensié de Galois i
[Kn : K] és potencia de 2, i per tant, pel criteri 3 de constructibilitat, de-
duim que els elements de E[N] sén construibles.

Considerem ara el segiient lema.

Lema 6.1.2 (Z[i]/NZ[i])* és un grup d’ordre poténcia de dos si i només si
N =2"py---px , on els p; son primers de Fermat diferents dos a dos.

Per provar aquest resultat hem d’estudiar quins sén els primers a Z[i,
que és un anell euclidia per la norma

N : Zi| - Z
a+bi — a®+ b
Els fets segiients son coneguts:

1. Sigui p € Z un nombre primer. Aleshores
e Sip=2 estéquel+iésprimeraZ[ii2=1:(1+1)%

e Sip = 1mod 4, existeix un primer 7 € Z[i] tal que p = 77, i els primers
717 sén no associats a Z[i|.

e Si p =3 mod 4, aleshores p és primer a Z[i].

A més, qualsevol primer de Z[i] és associat a un dels primers esmentats
anteriorment.

2. Sigui a un ideal de Z[d], i sigui a = [];_, p;’ la seva factoritzacié en ideals
primers. Aleshores

(Zi]/a)"| = [ [ NG (N(p;) = 1) -

Volem saber quan |[(Z[i]/NZ[i])*| és una potencia de 2. Sigui N =
pit - pi la factoritzacié de N en nombres primers. Per 1 es pot donar

1. pj =1 mod 4 i aleshores p; = m;7m; i N(7;) = N(7;) = p;

2. p; =3 mod 4 i per tant p; és primer, amb la qual cosa N(p;) = p;
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3. Sip; =2 aleshores 2 =*(1+i)> IN(1+:) =2 .
Aixi, tindrem
a=NZ[i| = (py" - p")2li] = py" Zld] - - - p;" Z1d]
amb p; # p; si i # j, 1 aleshores

o m P LT py =1 mod 4
pj]Z[Z] =

p; 2] p; =3 mod4.

Per 2 tenim que cada factor primer p; # 2 de N contribuira al cardinal de
Z[i]/NZ[i] amb els factors p?j_l(pj -1)6 pg("j_l)(pf — 1), amb la qual cosa
és necessari que n; = 1, ja que altrament |(Z[i|/NZ[i])*| seria divisible per
factors diferents de 2. Ens queda per estudiar quan les quantitats p; — 1 i
p? — 1 sén potencies de dos. Si p; = 3 es compleix trivialment. Suposem
dones p; > 31p; —1=2" = (p; — 1)(p; + 1). Tindrem

pj+1=2m
p;—1=2" on Mmp+me=m (6.5)

amb la qual cosa p; = 2™~ 4 2m2~1 j com que p; > 3 és un primer senar
arribem a un absurd. Per tant el cas p? — 1 = 2™ és impossible, i s’haura
de complir p; — 1 = 2™ . Observem, pero, que en aquest cas el nombre m
no pot tenir divisors senars. Altrament tindriem que si 20 + 1 | m llavors
p; =2™+1=2%"" 411 fent servir la igualtat

20+1 1
u::1521—gc”‘l+...Jr(—l)"lvc”"‘ur...+1
r+1

s’arriba a la conclusié que p; no és primer. Per tant, p; és de la forma 22" +1
és a dir, és un primer de Fermat. Aixi, acabem de provar que N = 2"p; - - - p,,
on els p; son primers de Fermat, que és el que afirmava el lema 6.1.2.

Amb el lema anterior i la proposicié 6.1.2 queda demostrada la condicié
suficient del teorema, que va ser la condicié que va provar Abel. Per provar
la condici6 necessaria, deguda a Rosen, primer demostrarem el segiient lema,
que utilitza el resultat de multiplicacié complexa de la seccié 5.2 .

Lema 6.1.3 Sigui Fy el cos que s'obté en adjuntar p(32)* a K = Q(i).
Aleshores Fiy /K és una extensio de Galois i el seu grup de Galois és isomorf
a (Z[i)/NZ[i])* modul la imatge del grup {1, £i}.
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(2)*
520( ) Com que

Considerem la ret Ag i la funcié po(z). Definim h(z) =
J(Ag) = 1728 i g3(Ag) = 0, amb la qual cosa

= S () - 5645 - (7))

se segueix del teorema 5.2.1 apartat i) que K(h(x)) és el cos de classes de

K corresponent al modul NZ[i|. El grup de classes és Cl(Z + NZ[i]), que
per (5.9) és isomorf a (Z[i]/NZ[i])* modul la imatge del grup {£1, £i}. Per
a completar la demostracié cal comprovar que h(+) = 4p(32)2

Sabem que p(2wz) = ﬁ ©o(2). Més endavant demostrarem que
1w
AT 95
7€ZH}4)7 15

i per tant, g2(Ao) =603, s 7%1 = 4w?. Aixi, s'obté que

1
h(z) = —(2w)*p(2wz)? = 4p(2wz2)? .
(2) = or(20)0(202)" = dp(202)

Provem ara la condicié necessaria del teorema d’Abel-Rosen. Suposem
doncs que el N-agon regular lemniscatic és construible amb regla i compas.
Aixo implica que @(%) és construible, i per la proposicié 6.1.1 tenim que
p(%’) també ho és. Aixi, el criteri 1 de constructibilitat ens diu que [Q :
Q(p(%2)?] és potencia de 2, la qual cosa implica que [Fy : K| també ho és.
Aleshores, pel lema 6.1.3, (Z[i]/NZ][i])* té ordre potencia de 2, i llavors, fent
servir el lema 6.1.2, concloem que N = 2"p;---p, on els p; sén primers de
Fermat diferents dos a dos.

Per completar la prova del teorema d’Abel-Rosen resta comprovar que
per a la ret A = {2aw + 2biw | a,b € Z} es compleix

1 1 1
gg(A):602¥:Z—L Pogs(A) =140 ) $:o.

yeEA-O yeEA-O0

Es immediat veure que ga(@A) = a%go(A) 1 gs(@A) = a8g5(A). Aleshores,
com que iA = A es té que g3(A) = g3(iA) = i g3(A) = —g3(A), i per tant
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g3 = 0. Ocupem-nos del cas go. Considerem les rets disjuntes

Ly = {aw+biw |a,beN},

bi

L, = {—awj; “ |aibsenars} ,
aw + biw

Ly = T|a—bsenar :

Aleshores %LO = LoULULy1 Ly = %Ll. Definim [L| =3, ll4 Aleshores

. 2
Lol Ly 4+ Lo i |Lsl = (—) L] = —4]Ly

1
16 |Lo| = |=L
| Lol ‘20 1+

i per tant, |L1| = —5|Lo|. Provarem la igualtat |Lo| = =, que és equivalent
a afirmar que g, = }l, pero per aixo necessitem encara una altra relacio entre
|L1| i |Lo|. Per fer-ho utilitzem que Lg és la ret dels zeros de p(z) i que Ly
és la ret dels seus pols. Com que ¢'(0) = 1 tenim

olz) == [ (1—2) I1 (1—%)1

a€Lg BeL1

on els productes infinits s’han d’entendre com a limit de productes finits
sobre |af, |8 < M amb M — oco. Els elements no nuls de les rets Lo i L; es
poden separar en 4 classes de la forma {£7, +iv}, amb la qual cosa podem

posar
o(2) :zH(1—§>H(1—§)_

o(2)

on 0 <arga,arg 3 < 7. A més, com que la funcié =~ és invariant pel canvi
z

z — —z 6 z — &z, tindrem que 2@ ¢s funcié de z* i ens queda la segiient

expressio per ¢(z)

2 A\ 7!
o1 E)m)
Per tant, la seva derivada logaritmica resulta ser

28 = s loggle) = L+ (Ll = [Lal)#* + . (6.6)
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Tenim p(z) = 2(1+c2* +...). A més, (¢'(2))? =1— ¢*(2). Per tant,

(1452 +..)=1-2"1+e* +...)*

d’on es dedueix que ¢ = —1—10. Se segueix doncs que
/
2
ZSO():1—|—4cz4—|—...:1——z4+... (6.7)
(2) 5
Comparant (6.6) amb (6.7) deduim que |L;| — |Lo| = —2. Com que |L;| =
—5|Lo| arribem a la conclusié que |Lo| = =, que és el que voliem veure.
4
Acabem de provar que ZveZ[i]—O 714 = "1”—5 Més en general, Hurwitz
demostra que
1 2w)4n
~€EZ[i]—0 '

on els E, sén nombres racionals (cf. [Hur]). Pels calculs anteriors deduim
que EFy = %. Recordem que existeix un resultat analeg en el cas del enters,

que és el segiient:
1 (7.{.)2]?
—5 = (1) Boy
n;z;o n2k (2k)!

on els By, sén també nombres racionals, i reben el nom de nombres de
Bernoulli. Hurwitz va ser també el primer en demostrar que els nombres
E,, satisfacien propietats analogues als nombres de Bernoulli, i per aixo els
E,, reben el nom de nombres de Hurwitz.

6.2 Polinomis lemniscatics

En aquest apartat estudiem els polinomis de N-divisio de la lemniscata
per tal de trobar de forma efectiva els punts que formen el N-agon lem-
niscatic, i poder procedir aixi a la seva construccié amb regla i compas.
Sabem que aquests punts sén aquells que compleixen que ’arc compres en-
tre ells i 'origen és igual a a = %T‘" per k =0,...,N — 1. Per a construir
aquests punts és suficient trobar els segments r = ¢(«), ja que per a la
construccié efectiva suposem que tenim dibuixada la lemniscata. Com que
Na = 2kw, se segueix que o(Na) = 0. El teorema d’addicié de la funcié

¢ ens permet expressar algebraicament p(Na) en funcié de ¢(«). Per tant,
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per trobar els punts de N-divisié haurem de resoldre l'equacié p(Na) = 0.
Suposem, pero, que volem dividir un petal de lemniscata. Hauriem de tro-
bar els punts tals que a = %“’ per k =0,...,N — 1, és a dir, seran solucio
de p(Na) = p(kw) = 0. Per tant, en solucionar 'equacié de la divisi6 de
la lemniscata en N parts iguals també podrem trobar els punts de 2/ N-divisio.

Utilitzant la llei d’addicié de ¢, s’obté la segiient expressié per p(2«):

(R =

Sabem que les solucions de ¢(2a) = 0, o sigui les solucions de p/1 — ¢ =
0, sén els punts de 2-divisiéo de la lemniscata. Les solucions reals seran
¢ =0,1,—1. La soluci6 ¢ = 0 correspon a dividir la lemniscata en 2 parts,
fet que es pot deduir trivialment. Les altres solucions ens donen els punts de
4-divisio.

La relacié

pla+y)+ele—y) = iiff ()jfézy)

es dedueix aplicant la llei d’addicié de la funcié ¢. A partir d’aquesta ex-
pressi6 trobem la segiient férmula recursiva per a calcular p(Na):

20((n + Do) /1—pl(na) L
10%((n + 1)a)¢?*(na) pla), N=2n+1
¢(Na) =

2p0(na)y/1 — p*(na) N — o
L+¢i(na) '

Un cop tenim calculat ¢(Na) en funcié de ¢(a) haurem de solucionar
I'equacié p(Na) = 0. Per aix6 només cal estudiar el numerador de ¢(Na).
Aixi, a continuaci6 fem una llista amb els numeradors de ¢(Na) per N =
3,...,9, on els calculs han estat realitzats amb Maple V.
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Les arrels reals amb valor absolut menor que 1 dels polinomis anteriors
es corresponen amb els parametres dels punts de N-divisié. A continuacio
llistem les arrels que compleixen aquesta condicié per N = 3, 5, 6, 8.

N=3
0, V/=3+2V3, —\/—-3+2V3
N=5

0, (‘/—13+6\/5+2\/85—38\/5, —</—13+6\/5+2\/85—38\/3
{‘/—13+6\/5—2\/85—38\/5, —f/—13+6f—2 85 — 38v/5

N=6
0, \V/=3+2V3, —\/—-3+2V3
N =38

0,1, —1,v/v2-1, —\/vV2—-1

6.3 Construccions efectives

Aquest apartat esta dedicat a la construccié efectiva amb regla i compas
dels poligons regulars lemniscatics de 3, 5, 6 i 8 costats. Per tal de no fer
tediosa aquesta feina suposarem que tenim dibuixada la lemniscata, encara
que el resultat d’Abel-Rosen es demostra sense admetre aquesta hipotesi. En
qualsevol cas, els nombres que construim utilitzant la lemniscata son tots ells
construibles amb regla i compas. Els valors r = @(%T‘”) perk=0,...,N—1
son calculats a 'apendix 2 d’aquest treball.

Per a totes les construccions partim doncs de la lemniscata i els eixos
coordenats.

Construccié del triangle equilater
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Hem de construir el segment V' 2v/3 — 3. Considerem la seglient construc-
cio:

B

Figura 6.2: X és un vertex del triangle equilater lemniscatic

(i) Construim A el punt mig del segment unitat, és a dir, del segment OU .

(ii) Construim la perpendicular a l’eix horitzontal per A i siguin B i C els
punts de tall amb la lemniscata. Aleshores BC' = v/2v/3 — 3.

(iii) Construim D tal que OD = BC.
(iv) Construim M el punt mig del segment DU.

(v) Tracem la circumferencia amb centre M i radi MU. Sigui E el punt
d’interseccié amb el semieix vertical positiu. Aleshores OF = v/2v/3 — 3.

(vi) Tracem la circumferencia amb centre O i radi OF i sigui X el punt
d’interseccid amb la lemniscata que es troba al quart quadrant. Tenim
que 'arc OX = %“’
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(vii) L’altre punt del 3-agon és el punt d’interseccié de la circumferencia
anterior i la lemniscata situat al segon quadrant.

Figura 6.3: Triangle regular lemniscatic

Construccié del pentagon regular

Per a la construccié del pentagon cal construir els segments

r1—</—13+6\/_—2 85 — 38v/5

oy = \4/—13+6\/5+2\/85—38\/5.

Abans de procedir a la construccié establirem una serie d’igualtats que
ens seran profitoses a 'hora de dur-la a terme. Es té

—134+6V5=(V5-2)(4—V5) , 85-38V5=15(v5—2)(9—4V5) .
Utilitzant que V9 — 4v/5 = /5 — 2 tenim la igualtat

/85 —38v5 = (V5 — 2)y/V5(V5 - 2) .
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Treient factor comt /5 — 2 trobem les seglients expressions:

m:\/w/ﬁ—2\/4—\/3—2 5-2V5
7«2:\/\/\/3—2\/4—¢5+2\/5—2\/5.

Farem la construccié en tres etapes:

1. Construccié del segment \/4 — V5 =25 — 2V/5.
2. Construcci6 del segment r;.

3. Construcci6 del pentagon regular lemniscatic.

Etapa 1.

Figura 6.4: Construccié pentagon lemniscatic: Etapa 1.

(i) Sigui el segment unitat OU i construim punts P i @ tals que oU =
OP = PQ, amb la qual cosa QU = /5.
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(ii) Tracem la circumferéncia amb centre @ i radi OQ = 2 i obtenim el
punt R. Es compleix UR = v/5 — 2.

Construim S tal que QS = UR. Aixi OS = 4 — /5.
Construim T tal que ST = UR. Tenim OT = 5 — 2v/5.

)
)
(v) Construim M el punt mig de OT.
) Tracem la circumferéncia de centre M i radi OM.
)

Construim la perpendicular a l’eix vertical per P i obtenim els punts
V i W, que compleixen VIV = 24/5 — 2¢/5.

(viii) Construim X sobre l’eix horitzontal tal que UX =0S=4—+/5.

(ix) Construim X sobre I'eix horitzontal tal que XY = VW. Aixi, UY =

4—+5-2v5—-2V5.
(x) Construim Z el punt mig del segment OY'.
(xi) Tracem la circumferéncia amb centre Z i radi OZ.

(xii) Tracem la perpendicular a ’eix vertical pel punt U, i obtenim el punt
A com a interseccié d’aquesta recta i la circumferencia anterior, amb

laqualcosam:\/4—\/3—2 5 — 24/5.

Notem que en aquesta etapa també podem construir el segment

¢4—V€+2V5—2¢5

modificant el pas (ix).

Etapa 2.

(i) Tracem la circumferencia amb centre O i radi unitat i obtenim el punt
P sobre Deix vertical. Aleshores UP = /2.

(ii) Tracem la circumferencia amb centre U i radi UP, amb la qual cosa
obtenim el punt () d’interseccié amb la lemniscata. Aleshores OQ =

V5 — 2.
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Figura 6.5: Construccié pentagon lemniscatic: Etapa 2.

(iii) Construim R sobre I’eix horitzontal tal que OR = OQ.

(iv) Construim A sobre I'eix horitzontal tal que OA = \/4 — 5 — 25 — 2v/5,
on aquest ultim segment 1’hem construit al pas 1.

(v) Construim m el punt mig del segment AR.

(vi) Construim la circumferencia de centre m i radi mR i trobem X com
a interseccido d’aquesta circumferencia i I'eix vertical. Es té OX =

VOR-O0A = r.

Repetint 'etapa 2 amb el segment \/4 — /5 +2v/5 — 2¢/5 obtenim el seg-

ment 7.

Etapa 3.

(i) Construim la circumferencia de centre O i radi ry. Siguin B i C
els punts d’interseccié d’aquesta circumferencia i la lemniscata que es
troben, respectivament, als quadrants quart i segon.
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Figura 6.6: Pentagon regular lemniscatic.

(ii) Construim la circumferencia de centre O i radi ry. Siguin A i D
els punts d’interseccié d’aquesta circumferencia i la lemniscata que es
troben, respectivament, als quadrants primer i tercer. Aleshores es

— —— — -~ ——

Construccié de ’hexagon regular lemniscatic

L’hexagon lemniscatic I’obtenim intersecant la lemniscata amb la circum-

ferencia de centre O i radi v/2v/3 — 3, i aquest segment ja el vam obtenir en

construir el 3-agon lemniscatic.

Construccié de 'octagon regular lemniscatic

Hem de construir els segments 1,-1, \/\/§ —1i —\/\/§ — 1. Aixi, només
hem de saber com construir el segment 4/ V2 —1.

(i) Tracem la circumferéncia amb centre O i radi OU i sigui A el punt
d’interseccié amb el semieix vertical positiu. Aleshores AU = /2.
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Figura 6.8: Construccié de 'octagon lemniscatic
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(ii) Construim B sobre l’eix horitzontal tal que BU = AU.
(iii) Construim M el punt mig del segment BU.

(iv) Tracem la circumferencia amb centre M i radi MU. El punt d’inter-

seccié C' amb 'eix vertical és tal que OC = /2 — 1.

(v) Construim la circumferéncia amb centre O i radi OC. Aleshores els
punts d’interseccié amb la lemniscata son vertexs del 8-agon lemniscatic.

Afegint els punts (1,0) i (—1,0) acabem de construir el 8-agon lemniscatic.

Figura 6.9: Octagon regular lemniscatic.
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e(—3+ ¢® +6¢%)

4o /1= (T+¢*) (¢® — 6" +1)

P(e® =2¢" +5) (9! + 52" =26 % — 129" + 1)

2¢/1—ptp(=1—6p"+3¢%
(00 — 2812 + 6% — 28 * + 1)(—3 + ©® + 6 o)

(=7 + 308 ©* + 2954 — 19852 '? + 35231 !0
—82264 0?0 + 111916 ¢** — 42168 p*® — 15673 >
+14756 30 — 1302 00 4 196 ¢ + ©*¥)

8o/ 1 — ¢t (1+¢%) (¢* = 6"+ 1)
(1420 p* — 26 % + 20 p'2 + ©'6)
(032 — 88 % + 92?4 — 872 20 + 1990 p'6
—872p12 +92¢® — 88 p* + 1)

O(=3 4 @ + 6 1) (™ + 534 % — 10923 5 + 342864 %
—2304684 ©°¢ + 7820712 ¢°2 — 13729068 8 + 22321584
—39775986 10 + 44431044 ¢35 — 19899882 32 — 3546576 p?*
+8458020 ¢** — 4009176 ¢?° + 273348 16
—121392 '2 + 11385 ¢® + 342 ¢* — 3)

Taula 6.1: Polinomis lemniscatics N=3,...,9
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Apendix A
Problemes oberts

Sabem que només és possible construir amb regla i compas els poligons
regulars de costats N = 2"p; - - - p,., on els p; sén primers de Fermat diferents
dos a dos. Existeix, pero, un metode aproximat per a construir qualsevol
poligon regular sobre la circumferencia amb regla i compas, que s’estudia a
I’ensenyament elemental. Consisteix en el segiient:

(i) Tracem una circumferencia arbitraria i tracem també un diametre d’aques-
ta.

(ii) Dividim el diametre en N parts iguals, amb la qual cosa obtenim N + 1
punts, que numerem ordenadament F, ..., Py.

(iii) Tracem les circumferéncies amb centres Py, Py i radi FPyPy, que ano-
menem C; i (5 respectivament.

(iv) Considerem A un dels punts d’intersecci6 de Cy i Cy. Aleshores tracem
la recta que uneix aquest punt i el punt P;. Dels dos punts d’interseccio
de la recta amb la circumferencia original, només ens interessa el que
esta situat més lluny del punt A.

(v) Tterem el procés anterior passant de P; a Pjo.

(vi) Tornem a repetir el mateix amb l'altre punt d’interseccié de Cy i Cs,
i obtindrem d’aquesta manera N punts sobre la circumferencia, que
son els vertexs de la construccié aproximada amb regla i compas del
N-agon regular.

A la figura 16 s’exemplifica aquesta construccié per al heptagon regular.
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Figura A.1: Construccié aproximada del heptagon regular.

Un problema que queda plantejat aleshores és el de trobar un metode per
a construir de forma aproximada el N-agon regular lemniscatic amb regla i
compas. A priori, no sabem si aquest problema té solucié o no, pero és un
objectiu interessant trobar la contrapartida lemniscatica al metode descrit
abans.

D’altra banda, a la demostracié que s’ha explicat en aquest treball, s’ha
pres la decisié de no fer ts de les interseccions de circumferencies i rectes
amb la lemniscata. Una altra qiiestié que es pot plantejar, doncs, és esbrinar
si es poden construir més poligons amb regla i compas que els que afirma el
teorema si no es considera aquesta restriccid, ja que en aquest cas es poden
obtenir irracionalitats no quadratiques.

Un altre problema obert és el de donar un procediment senzill amb regla
i compas per a construir bisectruis sobre la lemniscata, és a dir, que donat
un arc lemniscatic poguem trobar el punt que el divideix en dos arcs de la
mateixa longitud.
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